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SIMETRIA BIETODOS DE TANGEN:!

1.1. Simetria Axial ou Rebatiment

Definicdo Um ponto! @ simétrico de um ponté em relacdo a um eixe (eixo de simetria) quando o
segmento! !, perpendicular a ret&, é dividido ao meio pela mesma. Ou s@agtae € a media
triz do segmentd !. 0

Propriedades

1. Duas figuras simétricas em relacdo a um eixo
Sao congruentes.

2. Retas simétricas em relacédo a um eixo formam
angulos iguais com este eixo.

Exercicios:

o

1.Constriaum trianguloABCisésceles de badeC dados o vérticéd\, um pontoP do ladoBCe a retar
gue contém a bissetriz do anguio

Ax
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Desenho Geométrico I

2.Constra o trianguloABC sendo dados um pontB do ladoAB, um pontoQdo ladoAC a retar
suporte do laddBCe a retas que contém a bissetriz do angubo

3. Constriaum trianguloABC dados os pontoB e Qdos ladosAB e AC respectivamente, e as reta®
sque contém as bissetrizes dos anguBsA, respectivamente.

4.Construaum trianguloABG dados um pontd pertencente ao lad#\B e as retas, set, que contém
as bissetrizes internas dos angulgd e C, respectivamente.
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5.Constria um trianguloABCisosceles de badeC dados os pontoB e Qdos ladosAB e AC
respectivamente, a retamediatriz deBCe a medida @ ladoBC

X

BC

6. S80 dados uma retae dois pontoA e B. Determire um pontoX dessa reta tal qu&X+ XBseja
minimo.

Ax
X
B
"
A
X
B
X
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7.Numa mesa de bilhakBCDha& duas bolas, uma situada num pomfte a outra num pontd.
Determire a trajetéria que deve seguir a bola situada Bnpara que, apos ter feito tabelas e e
BC atinja a bola situada e@.

) il

8. Idem aoexercicicanterior, porém,fazendo tabelas erAB, BCe CDrespectivamente.

A B
x X
P x
Qyx
D:E a"c;
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9.S&0 dados um angut@®s e dois pontosA e B no seu interior. Determine nas semstasOr e Os 0s
pontosCe D, respectivamentetal que o perimetro do quadrilaterdBCDseja minimo.

S

10. S&o dados um angut@s e um pontoA no seu interior. Determine os pont@e C, em cada um dos
lados do angulaal que o triangulcABCtenha perimetro minimo.

S

XA

11. Na figura dada, e srepresentam dois espelhos planogema fonte de luz. Determea trajetoria
que deve seguir um raio de luz emitido Bede modo que ele se reflita emdepois ens, e depois
atinja objeto localizado no pontO.

r F

%O
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1.2. Aplicacoes de Tangéncia e Concordancia: arcos, ovais e esj

Definicdo Denominasearcoa uma curva constituida de linhas
concordantes apoiadas em duas seetas,r e s, paralelas, nos
pontos de origenA e B, respectivamente.

Elementos Todo arco é formado por:

a) Pontos de nascenca ou de origem: sdo pontos que determinam as
extremidades do arco.

b) Vao, base do arco ou abertura: é a distancia entre os pontos de
origem. e e

c) Flecha: é a distancia entre o ponto mais alt@d e a reta base do
arco.

d) Suportes: sdo as sengtas paralelas que sustentam o arco.

™

Arco de ferradura

;. X X
Exercicios propostos:

1.Construaumarco pleno(a flecha é igual a  :2.Constriaum arco abatido(concordancia de um

metade do vao)dada a medida do vaAB. namero impar de arcos de circunferéncia, onde a
flecha € menor que a metade do vao) de 3 centros,
dadoso vaoABe a flechaCD

¥mmmmmmmmmmm X
w)

X
1
1
1
1
|
1
1
1

X
:
1
i
|
|
|
i
o
>
O

3.Constriaum arco abatidode 3 centrocomvaoAB mede 7cm e a flech@Dmede 15cm.
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4 .Constriaum arco abatidq de vaoAB.

5. Constr@a um arco abatidq dados o vaé\B e a flechaCD conjugandeo em outros dois arcos
abatidosmenores

O

$mmmmmmmmmmen X

>
X
1
1
1
1
:
o)
1
1
1
1
1
1
1
1
:
1
X
m

6. Constria um arco ogival(flecha maior que a; 7. Constriaum arco ogival conhecendese o véo

metade do vaofom vaAoAB. ' ABea flechaCD(flecha maior do que o v&o).
| D
: X

AX T e XB | M--mmmmm - e X
| A B
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8. Constria umarco ogival conhecendese o 9. Constriaum arco goéticoconhecendese 0

vaoAB e a flechaCD(flecha menor que o vgo VaoAB.
D
X
U x
AX _____________ B Ax _________________________ -XB

10. Constria um arcogotico flamejantecom vao 11. Constria um arco otomano com VaoAB.

AB.

12. Constria um arcoogival de ferraduracom vao
ABe angulo de 30

13. Constuaum arcoogival de ferraduracom vao
ABe angulo de 4%
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14. Constria um arcoesconsade origensA e B.

B
x
T X

16. Construir umarco Tudorcom vaoAB.

18. Construir umarco geminado dadcs o vao
ABe os centros dos demais arcos de
circunferénciaC, D e Ede um dos lados do
arco geminado.

Ex

1
X

O

-

O

Y

\
A Y

R

>

15. Constriaum arco esconsale origensA e B,

com BC menor que 1/3 d&C

17. Construir umarco Mouriscocom vaoAB.

19. Construir umarco trilobadocom arcos de

circunferéncia de centro8e D, comarco de
centroE deraio qualquer
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20. Arco parabdlico, dadosB e BC
x C

21. Arco bulbiforme, com vaaB e flechaCD(a
flecha deve ser maior do que o vao).

1
1
1
1
1
|
|
1
1
1
1
1
1
|
|
1
1
1
1
’ Ay 1
1
|
|
1
1
1
1
1
1
|
|
1
1
1
1
1
1
|
|

Definicdo Asovaissao curvas fechadas, constituidas por arcos de
circunferéncias concordantes entre si, possuindo dois eiragor
e menor.

Classificacdo das ovais

As ovais podem ser:

a) regulares ou falsas elipsegormadas por arcos concordantes e )
simétricos dois aois, possuem dois eixos de simetria de tamanhog -----------%------------
diferentes;

b) irregularesc formadas por arcos concordantes, possuem apenas uR
eixo de simetria, sdo chamadas de évulos.

Exercicios propostos:

1.Construir umabval irregularde 4 centros
conhecendese 0 eixo menoAB.

2.Construir umaoval irregular alongada
conhecendaese 0 eixo menoAB, e sabendese que
o centro do arco menoé o pontoD (CDé maior do
gue a metade d&B).

Ax """"""""""" K---mmmmmmm e ‘)(B

O
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3.Construir umaoval irregularencurtada 4.Construir umabval regularconhecendese o eixo

conhecendese 0 eixo menoAB, e sabendeo menorAB.
se que o centro do arco menéro pontoD
(CDé menor do que a metade d&B).
AX"""'________C;_Ix _______________ xB
i AT "B
%D

5.Construir umaoval regularde 4 centros 6.Construir umaoval regularcom eixo menoCDe 0

conhecendese 0 eixo maioAB. eixo maiorAB.
C
X
Mmoo oooeoeoooooooooooo- X 0 B
A B AN o SR X
’I‘D

7.Construir umabval regularcom eixo menoCDe o eixo maio AB (método do retangulo).
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Definicdo Chamaseespirala curva descrita por um ponto
gue se desloca com um movimento retilineo uniforme
(ou ndo), sobre uma reta, ao mesmo tempo em que est
ponto gira em movimento circular também uniforme.

Existem dois tipos de espirais:\&dadeiras que sao

tracadas por pntos auxiliares a méao livre (por exemplo,
espiral de Arquimedes, hiperbdlica e espiral logaritmica);\e as
falsas que é o nome dado as curvas formadas por arcos
concordantes que lembram o formato de uma espiral.

Elementos de uma falsa espiral

a) nucleo¢ € um poligono regular ou irregular, que contém
0s varios centros dos arcos que formam a espiral. Na
espiral verdadeira, o nlcleo é substituido por um ponto de centro, chamado polo;

b) centros¢ séo os centros dos arcos que formam a espiral,

c) raios vebres¢ prolongamentos dos lados do nucleo. Na espiral verdadeira séo linhas que saem do
p6lo a um ponto qualquer da curva;

d) espirag cada evolugao completa da espiral;

e) passog distancia entre duas espiras.

ObservacanO desenvolvimento de uma espipde ser no sentido horario ou a#torario.

Exercicios:

1. Constraumafalsa espiral de 2 centros
(bicéntrica), no sentido horario, sabendo que
seus centros distam 0,5cm.

2. Constraumafalsa espiral de 3 centrogegular
(tricéntrica), no sentido horério, sabendo que
seu nucleo é formado pelos pontdsBe C,
dados, ondeAB=BC=AC=1cm.
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3. Constraumarfalsa espiral de 3 centros
irregular (tricéntrica), no sentido horario,
sabendo que seu nucleo é formado pelos ponto
A, BeC:AB=0,5cm,BC=1cm eAC=0,7cm.

4. Constraumafalsa espiral de 4 centros
(quadricéntrica), no sentido anliorario,
sabendo que seu nucleo é formado pelos
vértices do quadraddBCDde lado 0,5cm.

._______________________________________________________.(ﬁ_____

5. Constraumafalsaespiral ovaladade 4 centros, no sentido horario, sabendo que seu nucleo é
formado pelos vértices do retangukBCDde lados iguais a 0,5cm e 1,1cm.
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6. Constriaum retangulo aureo de lado maior 10cm espiralde Fibonacci ou de ourfesta espiral
aproximase de uma espiral logaritmica).

7. Constriaum triangulo aureo de lado maior 12cm espiral de ouro(esta espiral aproximae de
uma espiral logaritmica).
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8. ConstraumaVoluta Jonicaa partir do quadrado inscrito na circunferéncia dada.

PARTH F CONICAS

A intersecdo de um plano com um cone determina trés figuras, cujos contornos sao chamados
elipse, hipérboleu parabola. Por esta razdo, a elipse, a hipérbole e a pardbola sdo denominadas secoes
conicas, ou, simplesmente, conic&ansidere o planp, perpendicular ao eixo da superficie conica e
que contém o vértic& Além disso,
considere 0s seguintes angulas:
formado entre as geratrizes do cone e
planop; ea formado entre o plang e
o plano de secab.

Quandoa < g, temos a
intersecao do pland em apenas uma
das folhas da superficie cbnica,
determinando a curva fechada
chamadeelipse
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Quandoa > g, as duas folhada
superficie conica sao intestadas pelo plano
b, determinando a curva aberta chamada
hipérbole.

No caso em qua =(, o plano
b fica paralelo a uma geratriz do cone
e intersecta uma das folhas da
superficie, determinando a curva
aberta chamadgarabola

A demonstracao do teorema de Apollonius fornece a relagéo entre os pontos das conicas.

Teoremade Apollonius: A sec¢éo feitem um cone por um plano qualquer é uma elipse, uma parabola
ou uma hipérbole, segundo o plano secante faz com o eixo do cone um angulo superior, igual oL
inferior ao semiéngulo no vértice do cone.

Este angulo é o complementar do angujomostrado anteiormente. A demonstracdo do
teorema de Apolloniudoi feita pelos matematicos Dandelin e Quetelet e esta baseada nas esferas
inscritas na superficie cénica.

Considereum planod perpendicular ao plano secanteque passa pelo eixo do conetersee
tando a superficie conica segundo as geratrid3&e 3 %0 plano da figura e o plano secahteortam
se segundo a retA1A>. Tracandese & circunferéncia inscrita eex-inscrita ao trianguldd:SA entre as
geratrizes do cone, estas tocaMmA: nos pontosFi e Fz. As esferas estdo inscritas no cone e séo
tangentes ao plano secante nos pontase F..

O contato da esfera de centr® com o cone € o circulo que tem diametdD;. A esfera de
centro Oj tangencia o cone segundo um circulo de diam&ip

Universidade Federal do Parag®epto. de Expressao Grafic&rof. Paulo H. Siqueira e Profa. Deise M. B. Costa



Desenho Geométrico Il

Escolhendese um pontoP qualquer
sobre a curva de secgpodemos construir
os segmento®F e PR e a geratrizSPque
corta emL e Lj ossegmentogaralelosDD; e
EE. A medida dssegmentoPF é igual a
medidade PLj, pois sddangentes a uma
esfera tracadas do mesmo ponto. Pelo
mesmo motivo, ters quePR =PL

Como acurva de secao esta entre o
planosDLD; e ELjE;j, deixandoP entre L e L,
podemosconclur quelLLj=LjP+PL=PF +
PF.. Como as duas geratrizes estéo entre
planos perpendiculares ao eixo, temos qut
LLi=DE

PR + PR =DE (1)

O perimetro ddrianguloSAA> mede
2p = SO + SD+ DA + AR + A1 + DjAs.
Porém, temos quesD= SD, poissao
tangentesauma esfera tragadas por um mesmo ponielo mesmo motivo, temos qu* = Aok e
A:1F2 = DjA1. Logo,

2p =2SD+2AF2 +2AiF2 Y p=SD+ AR+ Al Y AR+ At =p- SD 2

Considerando o0 mesmo triangulo e o ponto de tangéncia da circunferénérs@ia, temos
que 2p = SA + Aok + AtF1 + A1S Como temogetastangentes tracadas do mesnpmnto a superficie
da esfera de centro ou sejaAoF1 = AcE e AiF1 = ALE;.

SubstituindoAzF: e AiF1, temos que2p = SA + AcE + AiS+ ArEj ou 2p = SE+ SE. @mo SE=
SE, obtemos2p = 2SEou p = SE Substituindona relacaq2) p pelo seu valoSE obtemos queA1Az =
SE- SD ou sejaSE- SD=ED. Logo, temos qué&:A> = DE, esubstituindese na relacadql), obtemosa
relacdo entre as distancias de um ponto qualquer P da elipse e os garads:

PR + PR = AlA..

Definicdo Considere opontos F1 e 2, tais queFiF: = 2¢, e uma distanci2a, de modo que2a > 2c.
Chamase elipse 0 lugar geométrico dos pontos cuja soma das distancieseF, € constante e
igual a2a. SeP € um ponto da elipse, entdemos quePF + Pk =2a.

Elementos da elipse 8

a) focos- séo os ponto§; e F>.

b) distancia focal FiF> =2c.

C) vértices- Ay, A2, B1 e Bp; ondeA; e A2 s&o 0s
pontos de interse¢do da retalF> com a elipse; e
B1 e B2 sé&o os pontos onde a mediatriz Be
intersecta a elipse.

d) didametro maior- é o segmentdA..

e) diametro menor- é o segmentd;Bo.

f) centro - é o pontoO, medio deF1F2; € um centro
de simetria da curva. B,

g) eixos de simetria sdo as retadiA; e B1Bo.
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Propriedades

1. AiF = RAo.

2. A distancia dos vérticé e B, até cada um dos focos é a medaa
3. Por convencao adotse BB, = 2b. Logo, temos quea? = b2 +c2.
Exercicios:

1. Determire os vértices e os focos de uma elipdadosFz, A1 e O. Construa a elipse por pontos.

2. Determire os vértices de uma elipse, dados os focos e um pBrta mesma.

X

3. Construa os diametros da elipse, dadwgoco F; e os pontos, P1 e P> simétricos em relagédo ao
centro.

X0
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Definicdo As circunferéncias que tém centros nos focos e raios igiasa@ chamadas de circunferén
cias diretrizes da elipse. A circunferéncia diretfizle centroF; é relativa ao focd-1, e a outragp
relativa ao focd-.

Propriedade PF. =PF&

Note que é0 mesmo que: toda circunfe
réncia que tem o centro emm ponto qualquer
de umaelipsee passa por um foco da mesma é
tangente internamente a circunferéncia diretriz
do outro foca Logo, temosima nova definicao
para aelipse

Definicdo Dados uma circunferéncig de centro
F1 e um pontoF: no seu interior. Chamae
elipseo lugar geométrico dos centrésdas
circunferéncias que passam pere
tangenciang,.

O mesmo raciocinio vale para a circunfe
rénciag: a elipse é o lugar geométrico dos
centrosP das circunferéncias que passam poe
tangenciang.
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Propriedade uma reta e uma elipse sdo tangentes quando, e somente quando, o simétrico de qualquer
dosdois focos da elipse em relacdo a reta pertence a circunferéncia diretriz relativa ao outro foco.

Observacde$l? figura)
- a reta tangentd é a mediatriz dé-»& 5 onde& 8 o simétrico dd- em relacdo a reta t;
- F1, T e &Lestéo alinhados.

Observacde$?? figura)
- a reta tangentd é a mediatriz dé1& 10 onde& 16 o simétrico dé- em relacdo a reta t;
-F, T e &:estdo alinhados.

Exercicios:

1. Dados os focos e o comprimerfta do diametro maior de uma elipse e um porficexterno a ela,
construapelo pontoP as retas tangentes a elipse e determsrespectivogpontos de tangéncia.

x U0

2a
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2. Dados os focos e o comprimertado diametro maior de umalipsee uma retar, construaas retas
paralelas a e tangentes a elipse.

2a

3. Dados os focos e o comprimen2a do diametro maior de umalipsee uma retar, construao
triangulo equilatero circunscrito na elipse, considerando um dos lados paralelo & reta

2a
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Definicdo A circunferéncia principal de uma elipse
tem centro emOe raioa.

Propriedade A circunferéncia principal de uma eli|
contém os pés das retas perpendiculares as
tangentes a elipse que passam pelos focos.

Para provar que o pontb pertence a circunfs
réncia principal, basta utilizar a relagdo entre
lados correspondentes dos triangulos semelha
DF1F2& 236 DOR.L:

Fi&=e FF o 2a _2c

= — —=—20 L= a.
oL _OF, oL ¢ ©Ot=a

Exercicios:

1. Determine os elementos principaia elipse dadoso vérticeA,, o focoF: e a reta tangentd.

T

2. Determine os elementos principaia elipse dadoso vérticeAs, o focoF; e a reta tangentd.

T
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3. Determine os elementos principais elipse dadosos vérticesA: e A; e a reta tangentd.

t

4. Determine oxlementos principaiga elipse dadoso focoF; e as retas tangentes O&0.8 &

Consideraum pontoP da elipse de diametro®a e 2b com o centro na origem de um sistema de
coordenadas cartesianas. Por definici&mos que:

PR +PR=2a 1)
Calculando as distanci®$: e PR, obtemos
PR= (x+c2+y2ePR= (x ©)2?+y? (2)

Substituindo (2) em (1hbtemos:
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Grofryi+ (x OFFyi=2a¥ (xrofryi=za- (X 07+ Y
Elevandese ambos os membros ao quadratEmosque:
(X +CcR+y2=4a2z4a (X ©C)2+ y2+(x- c)2+\2Y
X2+ 2xc+@+y2=4a2z4a (X C)2+ y2+x2- 2xc+ C+ 2.
Simplificandese a Ultima igualdade, temos: y !
4a x2 2xc+ C2+ y2=4a2z74xc Y P(Xy)
a x2 2xc+ c2+ y2=azxc.
Elevandese ao quadrado ambass membros,
temos:
a2(x272xCc + @+ y2) =at 7 2a2xc + X2 Y Fy(-c,0) o Folc0) /) x
a2x2 7 2a2Xc + &c? + &y2 = at 7 2a2xc + ®c2,
Simplificando a dltima igualdade, temos:

a2x?2 + &c? + &y2 = at + X2c2.
ax2-x22+@y?=at- 22 Y (a2-A)x2+ &y2=a(a?- c?).
Como na elipse tema® = b2 + &, podemos substituir na Ultima igualdade- c2 por b2:
b2x2 + &y? = a2b2.
Dividindo ambos os membros da Ultima igualdade Fbf,aemos:
X2 y2

2 1

Propriedade Os pontos da circunferéncia principal e da elipseorrespondem segundo uma afinidade
y

2

- ~b
homoldgica de razée = 1

Nos trianguloOCEe DODFtemosque:
y

sen(q) = * = y; Y y=aBen(q) e U 3 bBen(q).
ComoDOCE~ DODEF temosque:
y a
Uab
ou seja,

y=Ug (1)

ComoC pertence a circunferéncia princip
da elipse, temos:

X2+y2=a2_

Qubstituindo (1) em (2), temos:

(2)

B2 _ .o x2 (I _
az - 1Y gt L

s a2 Lx2
X2 + U% =a?2Y S+
a2

Portanto,P pertence a elipse.
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.. . . 7 ~ C .
A excentricidade de uma elipse ou hipérbole € a raz4e. No caso da elipse, temos qoe& a,
ou sejae<1.

Exercicios:

1. Determine os elementos principaia elipse dadosos verticesA; e A2 e 0 pontoP.

2. Determine os elementos principais elipse dados a excentricidade:%e o didmetro2c = 7,5cm

3. Determine os elementos principais elipse dados a excentricidade= % e o didametro2b =5,3cm.

4. Determine os elementos principais elipse dados a excentricidade=§e o diametro2a=9,1cm.
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2.2. Hipérbole

Voltando a demonstracdo do teorema de Apollonius, vamos considgraro plano secante
corta as geratrizes das duas folhas da superficie cOAicarva obtida pela se¢édo do plano secante &
chamada dehipérbole. Temos que os segment&®$: - PR = PG - PG= GG = BB;j ttm uma medida
constante pois sao tangentes a mesmas esferas por um mesmo ponto.

Sabemogjue BBj = A1Bj- AiB=A1F> - AiFy, pois
A1B = AiF: e A1Bj = A1 e saatangentes a umasfera
por um mesmo ponto. Além dissBBj=CG = A,C- AxG
= AoF1 - Ao, poisAxC= Aok e ACi = AoF.

Logo, temos que:

BBj=CG=A1F> - AiF1 = AoF1 - AP
Além dissotemos que:
BBj=CG=AC- ACi =AxF1 - AoRo.
Desta identidadepodemosconclur que:
AiF1 = ARz e Al = Aok,

por serem segmentos iguais de sinais contrarios.
Hnalmente,temos que:

AoF1 - Al = Al - Aok = BBj = AlAo.
Portanto,
PF - PR =BBj=A1Ax.

As intersecdes dos planos dos parald@e BiCi com o plano secante séo as retas diretrizes da
hipérbole.

Definicdo Considere dois pontds; e F, tais queFiF2 = 2¢, e uma distanci2a, de modo que?a < 2c.
Chamase hipérbole o lugar geométrico dos pontos cujas diferencas das distandriazaa > séo
constantes e iguais 2a. SeP € um ponto da hipérbole, entdad?F - PF| =2a, ou sejaPF > Pk
ou PR <PR. Uma hipérbole é uma curva formada por dois ramos.

Elementos da hipérbole

a) focos- séo os ponto§: e F».

b) distancia focal- F1F>=2c.

c) eixo real ou transverse € a retaF1F2; € um eixo B
de simetria da curva. )

d) eixo imaginario ou naetransverso- € a mediatriz 2a_.-
de F1F2; € um eixo de simetria da curva. YAL a ]

e) vertices- Ai, A2; ondeA; e A2 sdo 0s pontos de
interse¢éo da retd1F (do eixo real) com a c b
hipérbole.

f) didmetro real, principal ou transverse é o
segmentoA; As.

g) centro - é o pontoO, médio deFiF. O centroOé
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um centro de simetria da curva.
h) didmetro imaginario, secundario ou ndtsansverso- no eixo imaginario existem dois pontdy, e
B>, cujas distancias aos vértices sao igua@is@ segmentd:B; é o diametro imaginario.

Propriedades
1. AL = AF.

2. Por convencao adotse a medida do diametro imaginamaB; = 2b. Assimg2 = a2 + b2,

Exercicios:

1. Constra os diametros real e imaginario de uma hipérbole, daBg#\ e O. Construa a hipérbole por
pontos.

2. Constraos diametros real e imaginario de uma hipérbole, daéig$> e um pontoP da curva.

XU

3. Determine os elementos principais hipérbole, dados a excentricida@e:ge o didmetro2b =
5,3cm
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4. Dadoso focoF: e os pontosP: e P2, simétricos em relacdo ao eixo imaginagonstrua os diametros
real e imaginariaa hipérbole

x P

5. Determine os elementos principais hipérbole, dados a excentricida@ecge 2a=4,5cm

6. Determine os elementos principais hipérbole, dados a excentricida@ezge 2c=6,3cm

Definicdo As duas circunferéncias que tém centros nos focos e raios iguzassao chamadas de
circunferéncias diretrizegla hipérbole. A circunferéncia diretrig de centroF; é relativa ao foco
F1, e a outrag relativa ao focd-.

\
Yq
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PropriedadePR=0 & 0
V1 ‘
Fy

Definicdo Dados uma circunferéncigy de centroF1 e um pontoF> no seuexterior, denominase
hipérbole o lugar geométrico dos centrdsdas circunferéncias que passam ok tangenciang.

Note que € o mesmo que: toda
circunferéncia que tem o centro num
ponto qualquer de umaipérbolee
passa por um foco da mesma € tangente
internamente a circunferéncia diretriz do
outro foca. Logo, temos uma nova
definicdo para &ipérbole

O mesmo raciocinio vale para a circunferémgiahipérbole € o lugar geométrico dos centr&s
das circunferéncias que passam jpele tangenciant.

Propriedade uma reta e umahipérbole sdo tangentes quando, e somente quando, o simétrico de
qualquer dos dois focos dapérboleem relacéo a reta pertence a circunferéncia diretriz relativa ao
outro foco.
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Observacdes
- a reta tangente é a mediatriz dé~& -0 onde& £ o simétrico dé~ em relacéo a reta t;

- F1, T e &festdo alinhados.

Observacdes
- a reta tangente é a mediatriz dé1& 10 onde& 13 o simétrico dé- em relacgéo a reta t;

- B, T e &8estdo alinhados.
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Exercicios:

1. Sao dados os focos, o comprimento do diametro real de uma hipé2badeum pontoP externoa
curva Construgpelo pontoP as retas tangentes a hipérbole e determivs pontos de tangéncia.

X x P

2a

2. Sao dados os focos, o comprimento do diametro real de uma hipébaeuma retar. Construaas
retas paralelas atangentes a hipérbole.

2a

A retaPFR, perpendicular a reta r pode ser secanteigcunferénciadiretriz g (admitindo duas
solugdes)exterior (ndo admitindo solucéo) ou tangentena

QuandoPF; for tangente a g, a retatangente a hipérboleseraa mediatriz deF2& -0 Porém,
temos quePR * F1&D(pois PR é tangente ag), ou seja,a solucdot // F1&0 ComoF&Ddeve
intersectar t no ponto de tangéncia, neste caso, ndo existe ponto de tangéncia (ou dizemos que € um
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ponto improprio, que tem a direcdo da retd Assim, a retd tem a propriedade fundamental da
tangéncia, isto é, o simétrico de qualgqudeco em relacdo & pertence a circunferéncia dinet relativa
ao outro foco, mas o ponto de tangéncia ndo existe (ou seja, é improprio).

t

Definicdo Supmhaque um pontoM percorra a hipérbole, afastanege indefinidamente sobre ela num
determinado sentido, entéo a distancia bea retat tende a zeroge a retat denominaseassintda
da hipérbole.

Propriedade As assintotas de uma hipérbole passam pelo centro da mesma.

Como os tridngulo®F;F& 0e DQRR sdo semelhantes, temos qu@R = QR, poisRR =2 &.0
Logo, o pontd seré o centro da hipérbol€odemos concluir também quR:FlTFge:a.

A hipérbole admite uma segunda assintota, pois gé possivel tracar outra reta tangentega
determinando o pont& £ A mediatriz dé-& Hé também uma assintota.

Universidade Federal do Parag®epto. de Expressao Grafic&rof. Paulo H. Siqueira e Profa. Deise M. B. Costa



Desenho Geométrico I

Exercicios:

1. Determine as assintotada hipérbole,dada pelosfocosF; e F> e o diametroreal 2a.

X

2a

2. Determine os elementos principai& hipérbole dada pelofoco F, o centroO e a reta tangentd.
Encontre os elementos principais da hipérbole conjugada desta hipérbole.

3. Determine os elementos principais Hipérbole equildteracom didametro reaPa = 5,3cm
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Definicdo A circunferéncia principal de unhgérboletem centro emOe raioa.

De acordo com as propriedades que vimos sobre as retas assintotas, podemos concluir que o
pés das perpendiculares aos segmerfia& e F2& pp@rtencem a circunferéncia principal da hipérbole.

Propriedade SejamA:A; e B1B, os didmetros real e imaginario de uma hipérbole, respectivamente.
Considere o retangulo que se obtém tracars®oporA; e Az as paralelas 8:B; e, porB: e B> as
paralelas &A\1A>. Entéo, as assintotas da hipérbole contém as diagonais do retangulo considerado.

Da congruéncia dos triangul®y/B,O e DROFR, podemos concluir quRR =b e OV=c.Logo, 0
vérticeV pertence a assintota O mesmo vale para asitros veértices do retangulo.

Seja um pontd® sobre a hipérbole de didametrd@a e 2b, com o centro na origem do sistema de
coordenadas cartesianagamos determinar a equacéo desta hipérb®er definicdo, s€ pertence a
hipérbole, entdo
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PR - PR =2a (1)
Mas as distancias entfee os focod-1 e F» sda
PR= (Xx+02+y2ePR= (X ©)2+y2 2
y
P(xy)
F4(-¢,0) 0 F,(c,0) X

Substituindo 2) em (), obtemos

(x+C)2+y2- (x ©2+y2=2aY (x+02+y2=2a+ (x C)2+y2 3)
Elevandese ambos os membrate () ao quadradopbtemos
X2+ 2XC+ @+ y=4a2+4a (X )2+ y2+x2- 2xC+ @+ 2.

Simplificandese a Gltima igualdadeéemos que

4a x2 2xCc+ C2+y2=4xc-4a2 Y a x2 2xc+ c2+ yZ2=xc- a2 (4)
Elevandese ao quadrado ambos os membides (4) obtemos
a2(x2- 2XC + @+ y2) =x2c2- 2a2xc + & Y a@2x2- 2a2XC+ a2C2 + a2y2 = x2c2 - 2a2XC + at. (5)
Simplificandese (5), obtemos
X2C2 - a2x2- a?y?=a2c?- a* Y (C?- a?)x2- a?y2=a2(c2- a?). (6)
Como néhipérbolevale a relacda? = a2 + b2, podemossubstituirem (6)c2 - a2 por b2:
b2x2 - a2y2 = a2b2. (7
Dividindo ambos os membrosd7)por &b? obtém-se
X2 y2
a2 b2
que € a equacao da hipérbole demididmetrosa e b, com o centro na origem do sistema de
coordenadas cartesianas.

1
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Exercicios:

1. Determine os elementogrincipaisda hipérbole dadoso vérticeA,, o focoF: e a reta tangentd.

t

2. Determine os elementos principais hipérbole dadoso vérticeAs, o focoF; e a reta tangentd.
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3. Determine os elementos principais hipérbole dadosos veérticesA; e Az e a reta tangentd.
t

4. Constria 0s elementos principais&s assintotas da hipérbot®m diametro®a=5,3cm e2b =4cm.

5. Constria oselementos principaisle uma hipérbole, dados um foco, o eixo real e uma assintota.
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2.3.Parabola

Voltando & demonstracao do teorema de Apollonius, vamos considerap plano secantseja
paralelo a uma das geratrizes da superficie cOnfcacurva obtida pela secdo do plano secante é
chamada deparabola

Construindoo plano LSLj perpendicular ao plano secant§Lj sera a geratriz paralela a este
plano. O traco do plano secante no pldrBL; seraAxF.

Construindo no planaSL; a
circunferéncia de centr@, tangente as
geratrizes principais ef@ e Ce a reta
A-F> no pontoF; e girandese a figura
em torno do eixd0S a esfera descrita
pela circunferéncia de centi© sera
tangente ao cone segundo o paral&g
e toca em; 0 plaro secante.

Consideraum ponto qualquelP
sobre a curva de secaBonstruaa reta
PF e a geratriZSPque corta emGo
paraleloBCda superficie do cone.
Construao paraleloRR; do cone que
passa poP e intereda o plano secante
em PN, ondeN pertence a retadxF.

Tenos sempreque PR = PG pois sadangentes a uma esfera pelo mesmo pomoPodemos
verificar por uma rotacdo em torno do eixo do cone ga&= BR A intersecdo do plano secante e do
paraleloBCé uma retaDE perpendicular ao @inoLSLj e ND é a distancia do pont® a retaDE

Como os triangulo8>NR e A,BD sao isésceles e ambos semelhantes ao trian§llg, podemos
conclur queND=BR ou sejaPF = ND e consequentemente,

PR =PE

Esta é a relacdo que determingarabola que tendiretriz DE, foco 2 e vérticeA.

Definicdo Considereuma retag e um pontoF2 ndo pertencente g Denominase pardbolao lugar
geométrico dos pontos egdistantes de e deg SeP é um ponto da parabola entad(P, d) = PF.

Elementos da parabola

a) foco- é o pontoF.

b) diretriz - € a retag

C) eixo - € a reta conduzida pelo fode
perpendicularmente a diretrig; € um eixo de simetria.

d) vértice- A, € o ponto de intersecdo do eixo com a
parabola.

e) parametro- 2p é a distancia do foco a diretriz.

Propriedade A, é o ponto médio dé=3 5

Y
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Exercicios:

1. Constra os elementos principaisadparabolacomfocoF, e o vérticeA,. Construa pontos da curva.

2. Construa os elementos principais parabolacomdiretriz gospontosP e 0 8imétricos em relacéo ao
eixoe.

P x
Xp'

_

3. Construa os elementos principais da parakmienfoco F2, pontoP e a direcda da diretriz.
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Definicdo Assim como ocorre comedipsee a
hipérbole, podenosdefinir apardbolacomo o
lugar geométrico dos centros de circunferéncie
que passam pelo fode; e séo tangentes a
diretrizg

Observacdes

Propriedade Uma retat e uma parabola sao
tangentes quando, e somente quando, 0 simétrico
do foco em relacéo a retapertence a diretriz.

- a reta tangentd é a mediatriz dé-»& 5 onde& £ o simétrico dé~ em relacéo a ret&;

&AM g

Considereum ponto P sobre a parabola de foEp e diretrizg, com o vérticeA; na origem do
sistema de coordenadas cartesianas e 0 eixo coincidente com x.eba@r definicdo, s€ pertence a

pardbola, entdo
PR =dist(P, g =PS. N
Mas as distancias entfee F; e entreP e gséa
PR= (x p)2+yZedistP,d=x+p (2
Substituindo (2) em (1) obtemps
x+p= (x p)>+y> 3
Elevandoao quadrado ambos os membroa elquacéao

P(xy)

(3) obtemos
(X+PR=(x- p)2+y2 Y X2+ 2xp + F=x2- 2xp + P2+ Y2,
Smplificando a equacé&o obtida, temos que
2xp=- 2xp + 2 Y y2= 4xp,

que é a equacao da parabola com o vértice na origem e o0 e
coincidente com o eixg.
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Exercicios:

1. Dados o f@o e a diretriz de uma parabolapnstruapelo pontoP as retas tangentes a parabola.
Determire osrespetivosgpontos de tangéncia.

Y

2. Dados o focoa diretriz de uma parabola e uma rataracea reta paralela a e tangente a parabola.
Y

3. Construans elementos principais da parabola com foge Fetastangentest e O 8
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Nomenclatura
PT- comprimento dareta tangente
PN- comprimento dareta normal
TI- subtangente
IN - sub-normal

v Propriedades

1. O quadrilatero TEPF, € losango

2. Oquadrilatero RPNF; € paralelogramo

3. A subnormal IN é constante

4. A subtangentemede odobro da
abcissa x do ponto de tangéncia.

5. A ordenada y do ponto dengénciaP é
médiageométricaentre as respectivas
subtangente e sumormal.

Exercicios:

1. Dados oeixo, uma reta tangenté e um pontoP pertencente aparabolae a retat, determine os
elementos principais desta parabola
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2. Determine os elementos principais de uma parabola dada pelos segnidntdd 2cm(subtangente)
e IN = 2,5cm(sub-normal)

Definicdo de Apollmiuspara as cénicagConsidere os pontdd e Cda conica, tais quBCpassa por um
dos focos e é perpendicular ao eixo principal da cénica. Sejam um Paptalquer da conica, e o
guadrado com lado igual RS, ondeSé a projecéo ortogonal de sobre o eixo principal da conica.
Os segmentosiSe AT (ou A>Se AxT) séo os lados do retangulo equivalente a este quadrado. Se
AT <BC a cbnica € uma elipse (falta); AT = BC a conica € uma parabola (igualdade); AsE
>BC a conica € uma hipérbole (excesso).

- %
X
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PARTHIc METODOS GEOMETRIC

3.1. Homotetia

Definicao duas figuras sédsemelhantesse:
- 0s angulos homologos (que ocupam o mesmo lugar nasaBy sédo ordenadamente iguaes;
- 0s segmentos homaologos sfimoporcionais segundo uma mesma razao

D

Cr

B

ATBE_ BXE_ COD*_ AXT®E_
Temos queﬁ === =

- o> - e T k, sendo k denominada dazéao de semelhanca

Definicdo Duas figuras sa@lsomotéticasquandosdo semelhantes e, além disso, tém os segmentes ho
mologos paralelos.

D
D'
E s .
c E o
A
A B
B

Os centros de homotetia podem ser diretos ou inversos.

1. Centro de homotetia diretbl.

Noscas®sde homotetia direta, a razék é considerada positiva.
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2. Centro de homotetia inverdo

Noscases de homotetiainversa a razadk é consideradaegativa
As retas que unem os pontos homélogos incidem todas no mesmo pomo I, conforme a
homotetia seja direta ou inversa. Os pontd® | sdo chamados de centros de homotetia.

Exercicios:

1. Multiplique a circunferéncia de centr® e raior por k com centro de homotetia ent. Considere
k= Zk=jek= 1L

2. Multiplique o pentagono regular dado de tal forma que seu lado temfelidam. Useum vértice do
pentagono como centro de homotetia.
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3. Construaum quadrado no qual a diferenca entre medidas daiagonal edo lado sejagual am.

m
Dx XC
A% *B
4. Constraum heptagono regulacom a medidalo ap6temaa.
E
F D
a
G C
A” B

5. Constra um hexagono regulazom a medida ddiagonal menor igual d.
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Ha uma classe de problemas que propdem a construcdo de uma figura cuja posicdo esté
vinculada a linhas ou pontos dados. Nesses casos, abandonando uma das condi¢cdes impostas a figt
LINE OdzNJ RIF'X LI RSY2a 02y adNHzA NJ dzYl T eAdING K2YRAa
desejadgpor meioda homotetia.

6.Sao dados um trianguldaBCe asretasr, s e t. Inscrevaum trianguloXYZno trianguloABCde modo
gue cada um dos seus lados seja paralelo a uma das retas dadas.

A x \ [ —

\ —

N
r \ /

B X Xc

7. Inscreaum quadrado enum setor circular dadde duas maneiras diferentes

B B

8.Inscrexa um losango no trianguldBG tal queo anguloCsejacomum com o triangulo.

Bx

XC

AX
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9. Inscrea um retanguloem umsemicirculg tal que umdos lados tenha o triplo do tamanho do outro

X % XB
A 0
10. Inscreva unguadradoem umaelipse
><B1
X
B,

11. Inscreva unmetangulo de lados proporcionais aos niumefos3 em unma hipérbole

X B
* x * X X
Fl A o} Ay Fy
X
B,
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12. Inscreva untriangulo equilatercem uma parabola

x
X

Definicdo A espiral de Arguimedesesulta do
movimento do pontd® que se desloca em
velocidade uniforme sobre um rafC=r que gira
em torno do ponto fixcA. A equacao polar desta
espiral ér = %.

Exercicio

Constriauma espiral de Arquimedgmr pontos
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Desenho Geométrico Il

Definicdo Se um pontdC colocado sobre um
raio vetor de uma espiral se desloca em
progressao geomeétrica, enquanto este raio
se desloca em progressao aritmética em
torno doponto A, o lugar geométrico d€
sera umaespiral logaritmica

A equacéo polar desta espiralrés r, 22, m
=cotg(b) e b é o angulo polar tangencial.

Exercicio

Constria uma espiralogaritmica por pontos.

X:--X

Definicdo A espirahiperbdlicaé o lugar
geomeétrico dos pontos extremos de
vetores com intensidade inversamente
proporcional aos seus angulos com o
eixo principal.

A equacéo polar desta espiralrés :—0 .
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